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Bose-Einstein kondenzacio

Vizsgalodasunk elején tegyiik fel, hogy elég nagy homérsékleten vagyunk! A korabbiakat, Soktestprobléma I eléadason

tanultakat idézziik fel! Bozonokra a Hamilton operator:

1
H= Zekagsak,s + v Z ak++q’sal:?_qys,ak',svak,s
k,s kk'.q
N—— 5,8’
HO - ~~ 7

ahol H; perturbacio.
Nagy kanonikus sokasag termodinamikai potencidlja: K = H — uN = Ky + K; , ahol Ky = Hy — uN . A perturbalatlan, Hy
-hoz tartoz6 rendszer Green-fiiggvénye, vagyis a szabad Green-fiiggvény is tavalyrol ismeretes:

1
Gok, iw,) =
O s = e — )

2,2
ahol bevezettiik a ¢, = % jelolést. A teljes rendszer Green-fiiggvény e pedig

1
Gk, iw,) = :
iw, —h~ (ek - M) - 2k, iwy)

valamint a teljes részecskeszam:

N(T, V, ) V/J%_IZG&')””

s Vo) = — sl )e ™"

g Qn)° ph - "

ahol 5 a konvergencia faktor, ami az iddrendezés sorrendjét allitja be (azaz a szdmolasok végén elvégezhetjiik a lirr%)
}7—)

hataresetet).

A részecskék szama a Bose-Einstein eloszlas alapjan:

up
d’k 1
NTV,))=V | —— \
(2n)3 ePlex—m) -1 \
\ fermion
, melyben az integrandust a \\
1 1 PR N
——— > Glk.iw,) = ——— LN T
ph % ePlek—# 7—_;; -=< \\\\
Osszefliggésbol kaptuk. Az integralis kifejezés akkor hely énvalo, ha a betdltési-szam bozon\‘\ \\
N,
. o . \
fliggvény elég sima. Bose-Einstein kondenzacio felléptekor pont ez a kozelités nem R
alkalmazhato, ugy anis a legalacsonyabb energias allap ot betoltottsége Abozonok gorbéje hozzasimul a tengely hez.

makroszkopikus lesz. A kés6bbiekben majd Gigy szamolunk, hogy az integralast
tulajdonképp a k # O allapotokra kell csak elvégezni, a k = 0 esetet pedig kiilon kiszamolni Ugy anakkor elvégezhetjiik az

integralast a teljes impulzustérre, hisz egy pontot kihagyva (aminek a mértéke 0) az integral értéke nem valtozik az
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integrandus exponencialis fliggése miatt.

Tudjuk, hogy u < 0 stabilitasi feltételnek teljesiilnie kell. Ahhoz, hogy N visszaadja valoban a teljes részecskeszamot, ehhez
hozza kell még adni a k = 0 allapotu részecskéket, igy a teljes részecskeszam T < Tppc hémérsékleten:
N(T,V,u=0)=N'+ Ny , ahol Ny a Bose-Einstein kondenzacioban (BEC) 1év6 részecskék szama, hullamszamvektoruk

k =0.

Hartree-kozelités

d*q 1

— / = (= -1 — / iwpn | — 2Ln
Sk, iw,) = (~=h7") RO Y. —Go(@ i, )¢’ - (0) , ahol w, =2 a O
N mn _ iq=0
N EE—— T 0=0
ﬂ eqg— _ — =
e - > k,io, Ko,
. . d*q o .
M atsubara-frekvencia. 7 Z(K, iw,) = o v(0)n?(q) , melybél v(0) kivihetd Hartree-diagram
b3

az integralas elé, igy

3
—3(K, iwy,) = / d q3 v(0)n(q) = v(0)n

(27)
aholn = N/V .
A Hartree-propagator igy:
1
GH(k7 ia)l’l) = . 1
iw, —h™" (e +nv(0) — p)
_2
ahol w,, = ﬁ
BEC.: u = nv(0), e,f: = ¢x +nv(0)
1 1
G (k. iwy,) = - =

iwn —h™ (el =) iwn — 17 (e — )

ahol yy = u —nv(0) . Altalanosan akkor kdvetkezik be Bose-Einstein kondenzacio, amikor u=h20,0) lesz.
Tc meghatarozasa
T =T, épp akkor, amikor py =0, demégNy =0.

d*k 1
2n)? efeek — 1

N=V(2s+1)/

T . . 5. h2 k2 . /B n2
ahol §. = W . Szamoljuk ki az integralt! Vezessiik be a f-e; = /sz =x? , vagyis x = /;m - k roviditést

V.@2s+1) wm \32 5 82
N = 3 4r 5 /dx 5
(2r)° pe.h g e —1

dimenzidtlanitéds végett! Ekkor
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Vezessiik be: t = x2 = dt = 2xdx = x%dx = % Vtdt . Ekkor

o 2/3
V2s+1) [ 2m \*'? 1172 h? P N\ 2/3 h? 55 331
N = 3 dt = kgTpec = — o I~ 53 1
472 B.h el —1 2m (2S+1)p<§)¢[<§)] v (25 + 1)?" m
2 2

@)

vagyis lathatjuk, hogy a kritikus homérséklet a Hartree-kozelitésben nem valtozik az idealis gaizmodell kozelitéséhez képest.

T, alatti eset targyalasa

N =No+N',ahol N' = V(2 +1)/dk3 LML) BkkorNp =N =N =N (1= (F)") Bz csak
= = _— = —_ . T = —_ = . — | = .
0 , aho s ) P 1 T, or Ny T Z CS
T ~ T, esetén igaz, mert minél kisebb T , annal tobb atom lesz a kondenzatumban, marpedig mi a kolcsonhatast nem vettiik
figy elembe a kondenzatumban levé atomokra. Késébbiekben ezt figy elembe kell venni, azaz a kondenzalt atom kondenzalt

atomon torténd szorodasat.
Kolcsonhaté Bose gaz 0 hémérsékleten

Az el6z6 képletet, ha megnézziik, T = 0 esetén Ny = N . Ha van kdlcsonhatés is, az kiszor atomokat a kondenzatumbol, de
els6 kozelitésben azt mondjuk, hogy ez nagyon kicsi, vagyis hogy Ny ~ N , és hogy a klcsonhatéas nagyon gyenge. A
Hamilton operator az eddig felirt, azaz

1
H= Z exay ag + v Z v(q)ak++qalj_qak~ak
k k.k'.q

ahol ag|BEC) = V'N|BEC),_, , melyben |[BEC) = N,0,0,...) . Ugyanigy ay |BEC)y = VN + 1|BEC) | . Bogo azt
mondta, hogy N — 1 % N~ N+ 1haN — oo . Ekkor az in. Bogoljubov-eldiras: ap = a; = VN . (Tudjuk, hogy

+

[ak,akf] =6k , azaz [ao,ao ] =1, most pedig [ak,a+

o ] = 0, azaz a felcserélési relaciot elrontjuk. A hiba 1/N -es , de ez
nem olyan nagy, mert ekkora hibat akkor is elkdvetiink, ha azt mondjuk, hogy egy véges rendszerben fazisatalakulas megy
végbe, pedig végesben ez sosem megy végbe). Cseréljiik le ezeket az operatorokat a Hamilton operatorban! Vegyiik

figyelembe, hogy mely kombinaciokban fordulhatnak el a keltd és eltiintetd operatorok 0 indexii valtozatai! Ekkor

1 no
H= Zekalj' ag + v Z v(q)al::rqal:?_qak-ak +1 /7 Z v(g) a]:’+qaqak +al:'+qa_+qak +
k k,q N———

k.k'.q ,
k#0#k' k#0 hak'=q hak'=0
k+q#0 k+q#0
k'-q#0 q#0
z;—/nzv(O)—Zé—/n'nov(O)
f_ﬁ%
+ + 1 + + vV,
+npv(0) 2 a;ax  +np Z vq) aqaq  t=-no Z Q)| agaly + aqa-q |+ —ngv(0)
k aa—0 dc k' — q £ ' 2 q ' ha —k=q=k' & 2 J
k#ohaq_Oesk_O q#o hak=0és q:k q#o hak'=k=0 a-k=q=

~
hak=k'=0ésk=q

ahol ny = Ny/V és n' = N'/V . Feltételezziik, hogy a 2. és 3. tagok kicsik, valamint az ng -t nem tartalmazo tagokat
elhagytuk. J6 lenne, ha ng -t eliminalhatnank. Feltettiik, hogy n' < ng , emiatt n = ny +n' = ng , illetve

n? = (ng +n')> =nd +2non'> = nl + 2ngn' . Bzt irjuk be a Hamilton operétorba, s irjuk be a kézelitéseket!
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Vo, + ! + o+ ! + o+
H= E n-v(0) + ; (ex +nv(k))a, ax + En ; v(k)(aka_k +ay a_k) + En ; v(k)(aka_k +ay a; )
K#0 K#0 K#0
Szeretnénk diagonalizalni ezt a Hamilton operatort, azaz

H= Z E(K)ay} ax + E
k

alakra hozni, ahol ax|BEC) = 0 . Vegyiik ax és al:' -nak a kovetkezoket, majd ellendrizziik le a felcserélési relaciokat:

ax = ugax —wa’y ,illetve a*, = ua*, —vax , tegyiik fel tovabba, hogy ux = uy és v = vy , azaz k -nak csak az
abszolut értékétol fiig, illetve uy €s vy is valos. Kell, hogy teljesitsék a felcserélési relaciot, azaz [ak, al: ] =0kk - A

definiciojukbol eredden ez feltételt ro uy €s v, paraméterekre:

[ax, o | = e [ax, as | = vevee [a—ie,ay ] = (u,% —vf)ék,k' > Wl -vi=1

Ezek segitségével algebrai uton kifejezhet6 az eredeti kelt6 és eltiintetd operator:
ag = ugax + veat,
af =wua) +vea_g

Ekkor a Hamilton-operatort a H = U + Hy; + Hjq alakban irhatjuk, ahol
%
U=+ D [(ex +nvO)VE + nv(kyuge]
Kk

Hy, = Z [(ex + nv(k)) (g + Vi) + 2nv(K)ueve] ayf o
k

1
Hyy = Z [(ek + nv(K)ug vy + E nv(k)(uf + V,f) (aka—k + ak+ a_+k)
k - 7

~
ezlegyen =0, mert akkor H diagonélis lesz

Ezeknek a megoldasa, vagyis a

2 2 _
u, —v;, =1

1 2 2
(ex + nv(K))uy vy + Env(k)(uk +v;) =0

egyenletrendszernek: u; = ch y; , illetve vx = sh y, , ahol y; tetszoleges fliggvény. Erre a y; -ra tovabbi megszoritasokat

tehetiink.
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Tehat el6z6 oran lattuk, hogy u; és vy -ra az alabbi feltételek adodtak: ulf - vlf =1¢s
[ex + nv(K)Jugvy + nv(k)(u,% + Vl?) = (0. Utobbi abbol jott, hogy azt akartuk, hogy ay és a; bevezetésével a Hamilton
operator diagonalis legyen, azaz a H = U + H|| + Hy egyenletbdl a Hy tagra Hyg = 0 fennalljon. ug = ch y; és vy =sh y;

valasztassal u,% - vlg = 1 egyenletet azonnal kielégitettiik.

A sh és ch fliggvény ek azonossagait felhasznalva vegyiik észre a kdvetkezoket!
2ukvk = Sh(Z}(k)
up +vi =ch(2)

Felhasznalva, hogy H -t diagonalisnak szeretnénk,

h(22) nv(k)
) = ex + nv(k)
adodik. EbbS] sh(2y,) = — %(kk)) és ch(2y,) = %’{:)(k) adddik, ahol E(k) még nem biztos, hogy épp a korabban keresett.

Visszairva azonban a sh és ch fiiggvények kétszeres szogértékeit az egyszeresekre, s ezt behelyettesitve a még ki nem

elégitett egyenletre, lathatjuk, hogy az teljesiil, igy E(k) valoban a keresett mennyiséggel egy enld.

Ebbdl mar kifejezhetd E(k) : E(k)
EK) = V[ex +nvK)]? +n2v2(k) = By
inflexios
tovabba pont /;.[ X
/He
1 [ex + nv(k) /
w=s =5t for e
k fonon gerjesztés k
) 1 [ex + nv(k)
Vk == |——-1 A kvazirészecskék diszperzios relacioja
2| E

Abrézolhatjuk az E(k) fiiggvényt. Kicsi k esetén Ex ~ v/2nv(0)ex ~ k , mivel e ~ k> , tehat linearisként indul a fiiggvény.
Ezeket a gerjesztéseket nevezhetjiik fononoknak. A kozelitésben feltettiik, hogy a kolcsonhatas gy enge, igy az erés
kolcsonhatasokat nem tudja leirni, ami pl. a rotonokat okozza (pl He* esetében). Allitas, hogy a gyenge kolcsonhatast

kozelités az inflexios korny ékét jol leirja.

A kondenzatumon Kkiviili atomok szama

d*k
N'= ) (BECla} a|BEC) = Y (BEChaxayf +ulafay + .|BECY = Y v =V / —
k#0 K#0 —— K#0 (27)
0 jarulék

Ahol az 6sszegre vonatkozo kozelitést (hataratmenetet) alkalmaztuk. A sz8g szerinti integralast elvégezve

o0
4r 1 e, +nv(0
/a’k~k2—[—1+k—()]
2r)3 2 Ey

0

N=V

Hasznaljuk a = 72 helyettesitést, ekkor z = k&p és &5 =

f P
V2mnv(0) ’ 8y

€k
nv(0)
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(o]
v 1 22 +1 8N
N' — [dz-Z2| -1+ = Vna3 + ...
( e AY

~ 4n? & 74 +272
0
2
ahol az a szo6rasi hosszt a v(0) = # egyenlet definidlja. Ez a potencial az r helyen:
4zh*a
w(r) = 53)(r)

Lathatjuk, hogy a = 0 esetén — ami a kdlcsonhatés nélkiili gaiznak felel meg— nincs a kondenzatumon kiviil részecske, azaz

N'=0.

8
No=N-N=N|1—-——"- na3 + ...
0 3IVE b

D.lan param, <1

Kondenzalt Bose rendszerek véges homeérsékleten
Perturbacioszamitas, nem idealis gaz vizsgalata

A Hamilton operator:
+ 1 + o+
H= Z exay ax + — Z vk — k3)ak] ), i gy
k Ky ko k3. kg
kl +k2 =k3 +k4

ahol (k) = 4z h% alm . K = H — uN .

T < T. esetén elSirjuk, hogy {ap) = /Ny . Ez persze csalas, de nem baj. Milyen szimmetria sériil ezaltal? Nézziik az
ax — age'® ésa al:' - al:r e~9 transzformaciot! Ez a (globalis) U(1) szimmetria (szimmetria, azaz a transzformaciot
elvégezhetjiik a mérhetd paraméterek valtozasa nélkiil). A megadott eldiras ezt sérti. Goldstone tétele szerint pedig sériild
folytonos (globalis) szimmetria gap nélkiili gerjesztéseket eredményez. Vezessiik be a

b = ax — V/Nodio
ésa

bt =a} — VNodio

jeloléseket! Most irjuk be ezt a Hamilton operatorba! Vigyazat, hosszu lesz!

Z (ex — Wy ax = Z (ex — 1) (b + VNodko) (bx + VNodko) =
K k

= Z (ex —,u)[bl;"bk +N0(b1:— +bk)5k,0 +N05k,0] = Z (ek —M)bl:_bk —ﬂ\/ﬁ(bo +b8_) —/i]\/’_o/
k

” —
- ~ -7 Kl' 0
Ko
A kolcsonhatési rész:
v(0)
W . Z al:—l al:rzak3ak4 =Kj4s+Ki3+Kp1 +Kjp

K{.Ko.Kk3.ky
ki +ky =k3+ky

ahol
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1
K4 = A Z byt by biybi (k) —ks)
ki.ko.k3.ky
kl +k2 =k3 +k4

_ YNo©)

2v (bk+] by Dy Ok, 0 + byt by biey Sk 0 + byt b biey Sy 0 + by b b 5k1,0)

13
ki.ky k3. ky
ki +ky=k3+ky

blj-l b]j;ék3,06k4,0 + bl: 5k2,0bk35k4,0 +5k1,0b|:-2bk35k4,0 +
Kip=—- D v(k; —ks3)

+ +
ky ko k3. ky +5k1s0bk 5k3,0bk4 + bk 5k2,05k3,0bk4 +5k1,06k2,0bk3bk4
kl +k2 =k3 +k4 2 1

Ng/z
K = v v(0) (254 + 2byg)

valamint

K Ng (0)
= —1)
Ho 2V

Igy tomor irdasmodban

4
U=Ky+ ZK[J‘+K0'+K1'

i=0
Green-fiiggvény
Definialjuk a kdvetkez6 Green-fliggvény eket!
Gk, 0): = — (T [bx(2) - b (0)] :T<:é

ahol az operator 7 fiiggése ezt jelenti:
Kz K¢
O(t)=en Oge h
varhat6 értéke

(0) = 5p(ps0)
K
ahol p; = e %G Ebbdl latszik, hogy a vannak olyan operatorok, melyek varhato értéke nem 0, noha megvaltoztatjak a

részecskeszamot. Soktestprobéma I 6ran ezt a Green-fliggvényt hasznaltuk. Az 1j, tovabbi fiiggvény ek:

GI,Z(k’ 7)== — <TT [b—k(T)bk(O)]> :@:

G (k,7) = — (T [b7, (Db (0)]) .
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G2,2 k,7) = — <TT [bjk(’l')b_k(())] > jj:

A fenti fiiggvényekben T, idérendez6 operator: a nagy obb argumentumu keriil ,,balra”, azonos argumentum esetén pedig a

keresztes keriil ,,balra”.

A Green fliggvény ek kozott az alabbi dsszefiiggések érvény esek.

Go1(k,7) = Gia(-k, —7)
Gk, 7) =Gaa(=Kk,7)

Ezeket a fliggvény eket matrixba foglalhatjuk:

Gii Gz
Gk,7) =
Gy Gap
Altalanos osszefliggés, hogy
Bh
G p(k, ioy) = / G p(k, )" dr
0

ahol w, = Zﬂ"—g , mivel valamennyi G, s periodikus 7 szerint a 2. argumentuméaban, illetve
1 .
Gap(k,7) = m Z G(K, iwy e~ n"
n

A szabad Green-fliggvény ek:
1

GOk, iw,) =
b iy — 1™ (e — )

1
—iwn — ™ (ex — p)

GY, (K, iwy,) =

GY, (K, iwy) = 0= GY | (K, iw,)
Feynman-diagramok

Milyen Feynman-digramok fordulhatnak el6? A perturbacié most K;'és K;; ,i € {1,...,4} (Soktestprobléma I-ben csak a

Ki4 volt).



kl kZ
1 - —
Ka=250 ) Bibobobik —ks) niv(a)i 9=k, —k,
ky.ko k3, ky
ki +ky =k3+ky kg k4

Az egyik tagja a K; 3 -nak:

V/No(0) . Z

2v kp.ko . k3.ky

kl +k2 =k3 +k4

Az egyik tagjaa K;» -nek

No

2V 2

ky,kp k3. ky
ki +ky =k3+ky

K eltiintetd részéhez tartozik

NS/Z
v(0)b
Y, (0)bg

K No 0)
=—v
=5y

K" egyik tagja (az eltiintetd operatorral)

(=) V/Nobo

+ 5+
by by by B0

Ok, ,oblfz bx, 0k, 0v(K1 —K3)

(a tavalyiaknak megfelelden)

k, =0 k,

O———

nv(q) 9=k, —k,

K, k,

k=0 Kk
n'v(q)l A=Kk, —k,
_(_O
K, k, =0
k=0 k=0
n'v(q)i 9=k, —k,
O
k,—0 Kk,
k=0 k=0
hflv(qﬂ q*k17k3
®
k,—0 K, =0
N

a haromszdg a —p -vel vald szorzast jeloli

K|' masik tagja (a keltd operatorral):

9/26



10/26

(=1 VNobyf ———10
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A kolesonhaté rendszer Green-fiiggvénye:

k,io, Q @/, k’i‘w"
———— = —~— + q=0Y0=0 + q-k q. /o, +
-G, (x,io,) (0, ~a,)
[ S,
ko, ki, k.iw,
k,iw,
[ee] —0
+ q=0| o=0 +

<=

1
~Gr1(K,iwn) = — Goy(k. iwn) + (—1 ™" )W(0) [~ G (K, i) > i >

Z [—G(o)(q, ia),,)] eimnn +
q

1 1 .
+(=17") [=Goy (k. ieon)] ? 5h D v Y v(q = k) [-Go)(q, i) e +
m ' q

N Y
+(=27") [~ Gioyk iwn)] W(0) 70 + (=27 [Go (k. ion)]? 70 v(—k)

k,io, i’fo"—o
=< = —k,—iw,
G, (—k —iw,) 5
k,io,

. -1 : . No
~Grakiwn) = (=1~ ) [=Go(k, iwn)l[=Go(=k, —iwn)] - (k)

ebbdl lathatjuk, hogy az anomalis Green-fliggvénynek nincs 0. rendje, azaz hav =0 = G, = 0. G|, akkor is eltiinik, ha

nincs kolcsonhatas.

No meghatarozasa

0go0.

. , , , + Bog 2 ,
Ny -t eddig paraméterként hasznaltuk a by = ax — v/ Nookp egyenletben, ahol (ao ay) = {ag)” =Ny ,igy

{ap) = V/Nog = (bg) =0 . Most erre szeretnénk felirni perturbacios sort:

0=(b)= r———+ + + ,q 1) @i, +
0,0 C 03 io, |

0,0 0,0 0,0
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N -1
0= (—h_l) V/No(—p) + N3"2v(0) + Q Z (»(0) + V(q))ﬂ_h 2 G0)(q, ioy)
q m

. J/
'g

n'q=1/(eﬂ(€q‘”) —1)

Ny 1
p=—v0)+~ Y [VO0) +v(q)ln'q +...
Vv Vv p,
0 hémérsékleten, ha n' elhanyagolhaté, ekkor a Bogoljubov kémiai potencial: u® = ngv(0) , ahol ny = No/V .
Megjegyzés

1:(by) =0, (by ) =0, vagyis az Gsszes olyan Feynman diagram 6sszege, amibe csak 1 vonal fut be, 0.

* ¢

Az abrardl lathat6 kovetkezmény, hogy sose kell 3 kelt6 vagy eltiintetd operatort tartalmazé diagramot szamolni, mert azok
Osszege 0. (Kiemelve azokbol azt a részt, amibe csak 1 vonal fut be, azok 6sszege 0.) Azaz az alabbi diagramokat nem kell

szamolni:

2:haw(0) > 0, ekkor u > 0, azaz u = ngv(0) + ...

1 -1 .
Gk, iw,) = >0 = — Go\(K, im, e =
0) n iy — h‘l(ek Z 0 k Bh ; (0) n

1
ePlek—n) — 1

¢s ha ebbe behelyettesitjiik a pozitiv kémiai potencialt, akkor n'x negativ értéket is felvehet, €s a szabad Green-fiiggvény

pedig divergal, és ez a kezelhetetlenné teszi a szabad Green-fliggvényt.

Ko=) (ex = wby b= Y (e — )by b+ Y. (o — Wby bi
k k k

. J/ . J/

a'g a'g

Ko' Ky’

Utobbi tag diagramja:

<
<

A
A

<
<

vagyis y -t perturbacionak vessziik. fgy a szabad Green-fiiggvényiink:
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Gk, iwy,) =

Dyson-Beljajev (Beliaiev) egyenlet

Go p(K,iwn) = Gy, (K, iwn) + G0,y (K, i0n) 2, 5(K, iwn)Gs p(K, iwy)
matrixos irasmodban ugy anezt kiirva:
Gk, o) = GOk, iwy) + GV (K, i) (K, iw,)G(K, imy)
melybdl szeretnénk G,4(K, i, ) -t kifejezni. A kifejezéshez invertalni kell egy 2x2-es matrixot, ami nem akadaly:

iwn + 1 e + 25 (K, imy)

Gri1K,iwy,) =
11K, iwy) Dk ion)
- K, iw,
Go (K, iwy) = M
D(k, iwy)

ahol D(K, iw,,) a determinans:
Dk, iwy) = [iwn —h ™" e = Zy 1k, iwn)| [iwn + 1" e+ Dok, iwn)] + 212 (K, iwn) 2.1 (K, i)

Grafikusan szemléltetve a kdvetkezot lathatjuk:

j:¢:$++

== = -, + %,

A felsé sor, G 1 (K, iw,) -hoz tartozo6 eredmény grafikus bizony gatasa:

:;:,;::‘+‘**

,’+.
- )
+.

{3 )
Vegyiik ugyanis észre a zarojelezésben a Green-fiiggvényeket! Behelyettesitve 6ket adodik az eredmény.
° [X) 14 /4
Bogoljubov-kozelités
Kémiai potencial és ny kapcsolata

—Zg , annak a sajatenergidja, amibe csak 1 vonal fut be:



o
0L |3, - +
O
vagyis —u® + v(0)ny = 0 & u? = nyv(0)
2B (k,iwn) = h™ " ngv(k)
T
3B (k,iwn) = h™" nov(k)
_4_0
_252 =
_<_O

22 (K, iwn) = P (=K, —iwyp)
Zf,l K, iwy,) = 213,2(_1(’ — iwy)

DBk, iw,) = [iwn — h™ (ex +nov(k)] [iwn + 7" (e + nov()] + (™" nov(k))?

(B) . __ iy h_l(ek +ngv(k))
G (K, iwy) = BT

B o —h Lngvk)
G2’1(k, iwy,) = DB o)

14/26
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Terjessziik ki a Green-fiiggvényt a komplex félsikon, hogy megkapjuk a gerjesztéseket! iw, — @ + ie Hol divergal
Gfﬁ)(k, iwy) fuggvény ? Ahol a nevezdje 0. Ezek adjak meg az elemi gerjesztéseket. Ezeknek a frekvenciai, vagyis ahol

DOk, ion)|,_pp =0

0=E2 - h™%(ex +nov(k))*> + 7> n2v?(k)
ebbdl kifejezhet6:
h Ex = Veg(ex + 2ngv(k))

ey, . - _ k2. ., , . , _[nov(0) .
mely kicsi k értékekre: Ex ~ fic - k , ahol ey = = — Osszefliggest helyettesitettiink be és ¢ = 1/ —_— a Bogoljubov

hangsebesség.

DK, iwy,) = (ia),, —n! Ek) (ia),, +n7! Ek) , gy G( )(k iwy,) parcialis tortek alakjaban felirva:

2 2

u 1%
Gk, iwy) = k —
—h~ Ek iw, + h~" Ex

ahol ”13 = % [1 + &Ev(k)] és vlf = % [—1 + %ﬁv(k)] . Az anomalis Green-fliggvény pedig

G(B)(k iwp) = — ug vy - < ! ! >
" A B o, +h B

Bogoljubov-Hartree kozelités

A kozelités soran csak a Hartree tagot vessziik figyelembe. Ez a legegy szer(ibb kozelités a Bogoljubov kozelitésen tal.

1. kondenzatum részecskeszam (stirliség) és kémiai p otencial kapcsolata

=h l ﬂ+V(0)no+V(0)—Z/(2 5 (“Go@.iwn)| - = Go(00)

Ekkor u = v(0) - (ng +n") = v(0) - n . Fontos, hogy itt v(0) -at mar a teljes részecskeszam-siiriiséggel szorozzuk. A

kondenzatumon kiviili részecskeszam siiriisége:

d>q 1 1 3 3
n'=N'/V=/ = r{=)F(=.,0
Qr)defa—1 @233 \2 2

o0 oo

ts—l
ahol F(s,y) = /dt pr—— = Lig(e™7) , ahol Lis az un. polilogaritmikus fliggvény, I'(s) = /e—tts—ldt &
0 0
2= valamint F(s,0) = Ls).n'=n-(TIT)*"* ésng =n—n'=n|1 = (T/T;)*"*| és n =n'(T.) , mint aho
2mkgT > = 0= = c &

azt mar megszokhattuk.
2. sajatenergiak
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nZ 1k, io,) = (—p) + v(0)ny + v(k)ng + v(0)n'

az anomalis sajatenergia pedig;
_<_O

k,ia)n k

BH
—21’2 =

k,io,
flzl,z = v(k) )
Vegyiik észre, hogy 7 %) 1 (K, iw,) 1, 2. és 4. tagjanak dsszege 0, igy
h 2y (K, iwn) = v(K) - ng
3. A Green-fliggvény ek

E, .
B—H u vi ]
G%,l (k, ieon) = - 1 -1 /
iw, —h™ " Ex  iwp, +h”" Ex /
és 4 nv (0
1 1 s
m
Gy iwn) = — < - )
12 ! i —h~ B iwg + 07" By By =ck
. K1 . k
ahol B = Vey(ex + 2nov(k)) , valamint 12 = 1 [1 + w] és R
k 2 Ex Diszperzios relacio a

N 1 [_1 N ex +nov(k) Bogoljubov-Hartree kozelitésben

=1 - ] . Vagyis lathatjuk, hogy formalisan

ugyanazt kapjuk, mint a Bogoljubov kozelitésnél. A kiilonbség az, hogy ny(T) = n(l —(TIT.)?! 2) hémérséklet-
fliggd. Ez akkor a Bogoljubov kozelités, ha T = 0 . Ebben a kozelitésbenc - Oha T — T, .
Kondenzatumon Kkiviili atomok szama

3

d
A teljes propagatorbdl szamolva n' = / 2 n'(k) , melyben

7)3

2 2
X Yk

ion —h~ B iwg + 7' By

u

-l 5 -1 @
n'(k) = — e . Gy (K, iwy) = — elvmn
ph ; Y ph ;

Végezziik el a frekvencia szerinti integralast!

1
elPE — 1

2 2 2 BEK . 2
(k) = we Vi _ up, + e/ Vg
ePEk —1 e PEk — 1 el — 1

= Vi + (g + )

Ezt visszairva n' -be, az mar csak az integralast kell elvégezni. Ez nem mindig teheté meg analitikusan, csak specilis

esetekben. Pl

3\1/2
a. T = 0 esetén (Bogo. kozelités): n'(k) = v,f > nlr_g = %no(noa )
b. T =T, esetén (szabad, nem kondenzalt gaz):

Ek = €k
Vi =0t = (k) = n(k)

2 _
u, =1

1 m

c. T>0,deT #0esetén: n'|p —n'ly—g = Ers (kBT)2 , ahol ¢ a Bogoljubov hangsebesség, ¢ = nv(0)/m
B
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Erdekesség

Bogoljubov kozelitésben nézziik meg, hogy a
i, + h_l(ek + ng - v(k))
[ia)n — (e + nov(k))] . [iwn + A e + nov(k))] +h2 ngv(k)2

G Pk, iwy) =

1
n—h~1 ey =2 * (K,iop)

Green-fiiggvény felirhato-e Gﬁ 1 (K, iw,) = - alakban, azaz 1étezik-e ilyen X * ? A vélasz az, hogy igen,

és mégpedig:
5 (ki) = — novek)
L A~ ng - v(k)
—iw, —h ! e
— =0
— =0
—=—0
—Z = + + +
e I
0
e I

Hugenholtz-Pines tétel

21.1(0,0) — 21 2(0,0) = 0 igaz a perturbaciészamitas minden rendjében. Lathatjuk néha X ;(0,0) — % 2(0,0) = p alakban is,
de mi a kémiai potencialt a normalis sajatenergia részeként kezeljiik. A bizonyitashoz tekintsiik az abrakat! A normalis

sajatenergia diagramja 1 ki- és 1 bejovo, az anomalis sajatenergia diagramja pedig 2 kimend élt tartalmaz:

_21,1

_21,2

Most pedig tekintsiink egy r-ed rendii diagramot, mely nem csatlakozik kiils pontohoz, mert az éleket karikakra cseréltiik:

idb g o jdb
. 9 D

kimend G 4, 5 bejovs

vonalak 3 o vonalak

1
100 == X4

Mik lehetnek ezek a gbl(r]) diagramok? Nézziink 2 példat!
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S
NG
Il

g0

+

£0.0) - £)(0.0) = Z(l j=ili=1)p?) = ;ZU 2 +i)p") = Zcb(’)
0

i

1 1
0.0) =
20,0 =0

(r)
~ T v 2 T

Az egyenl6ség masodik sordban a bal oldalt az alabbi diagram abréazolja:

——d ) b =00

OO0

Gap nékiili gerjesztés: Ex .o — 0, azaz Ex a 0-bol indul = D(0,0) = 0 . Behelyettesitve
Dk, iwy) = [, — h™" (e + nov(k)] [ieon + 7" (ex +nov()] + (™" nov(k))” egyenletbe,
D(0,0) = — % 1(0,0)2,2(0,0) + %1 2(0,0)2,2(0,0) = — Zﬁ 1(0,0) + 27 ,(0,0) =
— [21.1(0,0) = 21 2(0,0)] - [21,1(0,0) + X1 2(0,0)]

ahol felhasznaltuk, hogy X | (K, iw,) = 2 2(=k, —iw,) , illetve Xy 2 (K, iw,) = 25 1 (=K, iw,) .



19/26

Kétrészecske kolcsonhatas vakuumban

Keét részecskénk van csak egyelore, 2 bozon vagy fermion. A Hamilton- V(r,—r,)
operator:
2 2
Py P
H=—+—+V(I’1 —l‘z)
2m  2m

Ekkor a Schrodinger egy enlet

Hy(ry,ry) = Ey(ry,12)

Kétrészecske potencial altalanos alakja

. I s s . w s . Lennard-Jones-potencial kdzelitésben r(y hatotavval
Bevezethetiink uj térkoordinatakat, a tomegkozéppontit €s a relitvat: P 0

_ ry +r
)
r=r; —nr
Es 1j impulzusokat:
+
pP= P TP
2
p P1— P2
2

Ekkor y térfiiggése felirhatd szorzatalakban:

w(R,1) = y(r) - kR

A Hamilton operator az 4j koordinatékkal, bevezetve az dssztomeg M = m + m és redukalt tomeg p = ';'1:’: kifejezéseit

(kiilonboz6 tomegil részecskék esetén m-ek értelemszerti indexelésével):

P2 pZ
H=—+—+v(r)
2M  2u
fgy a Schrodinger-egy enlet:
A K |y = B
+ +u(r r) = r
2M 2M 4 4

2
Ekkor bevezetve a k* = hﬂz E - IfT és V(r) = f% v(r) mennyiségeket, a Schrodinger egy enlet a kdvetkez alakban irhato:

(Ar + %)) = V@ (r)
Definialjuk a Schrodinger egyenlet Green-fiiggvény ét:
(4 +K*)G P —1) = = 5(r-1)

A Schrodinger egy enlet megoldasai:

e Kolcsonhatas-mentes esetben, azaz ha V = 0, az egyik megoldas:
W}E+)(r) — eikr
® kolcsonhato (altalanos) esetben az egyik megoldas:

U/l£+)(r) =1 eikl‘ _ /Gl((+)(r _ l")V(I")l,z/lEH(I")dS 7

Ennek megoldasat mar mas targy akbol is tanultuk:



() ' d3q eiq(r—r') 1 eiklr—r'l
Gk (l‘ — r) = 35 2 —=— ,
Q2r)’ q* -k~ —in 4m Ir—r|
Har>rg, Gl((+) sorbafejthetd, mert R
r .-
[r—r|=rle. —x'/r|xr—rr'/r+ O(ry/r),igy : e
(+) N 1 elkr _ikrr v
Gl r—r)=g=—Fe 7 . k |k'|:|k|
Ekkor a megoldas: k
1 eikr >

l//li-‘—)(r) ~ eikr _

/ eikT V(r')wli+)(r')d3 r A hullamszim vektor
dr r

¢s hely koordinata

Definialhatjuk a szo6rasi amplitudot:

1 S
f(+)(k’ K): = — E‘/e—zkr V(I")l//lg+)(r')d3r'

Megjegy zés: ott, ahol V(r) divergal, ott 1//15+)(r) eltinik, viszont f (+)(k, k') véges marad. Perturbativ kezelés nem

lehetséges, mert véges rendben nem lehet levinni y -t 0-ba.

Fourier-transzformaljuk a potencialt és a hullafiiggvényt:

V(q) = /e‘iqr SVd3r

) 1 3
= [y M) = 21 6(q - k ——/V -
vi(q) / ¥ (1) =(2n)"5(q — k) 2K i Pvi(a —p) 2n)
Ekkor a szorasi amplitidok kifejezhetdek ezekkel a menny iségekkel:
p— d3p 3
Bk, k): = —drf P (kK = /v k' — = /v k' — —
f f Py (k' - p) e k' - pywi(p) e
e L[V =p)f Pk, p) d¥p
f(+>(k,k)=V(k—k)/ 5 3
k“—p*+in  (2n)
2
Megjegyzés:
e f(k,Kk") -t megkapjuk nem csak a tdmeghéjon
® erds taszitd potenciadlban megoldva minden rend divergens
e Born-kozelités: f(H(k, k') = V(k — k)
o Parcidlis hullimok moédszere:
, 1 - ' = 20+1
flek) = ——Fl k)= ) sin(8)P;(cos 9)
4z /=0
8o = — ka (s-hullamu szoérasi hossz), §; = lkal*'*! Galk -a] < 1, akkor elég csak az s-hullamot figy elembe venni:
= f(k, k') = —a(l +O0(k-a)), igy
~ 4zh*a
f =4na = V(k) =4ra = vk) =
m

20/26

e Merev gdmbl, ¢ sugari potencidlra a szorasi hossz, ha csak az s hulldmu szorési hossz vessziik figy elembe, épp

2-F0
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Kétrészecske szoras kozegben

Definialjuk a négypontfiiggvényt, vagy mas néven T-métrixot:

1 a3 o
I'(ky, ko, k3, kg) =v(k; —k3) — /ﬁ? Z (@)Goy(k1 —q)Go)(ka + QI'(k; — q,kz +q,k3,kyg) ﬁ A T-matrix
m

diagramja:
k, k,
T = + + + =
k, k,
T matrix, W, —V
kiilsG labakat K, K, K, K, —q i,
nem értjik bele
= q=k -k + v -nr
k, k, k, k,+q k,

Allitas: I nem fiigg az 4tadott frekvenciatol. Ezért a M atsubara-frekvenciakra valé osszegzés elvégezhetd.

1 1 1 1
pr* Zm:G(O)(kl " Wolle e = pn? ; iy = ivm —h~" (e, -q = 4) Cian + oy —h7! (ek+q = H) )
1 1 1 1 _
:ﬁflz ;iwl +iw2—fl_1(€k1_q+€k2+q—2//t) iwg —ivm—fl_l(ek]_q—,u) +ia)2 +il/m—fl_1(ek2+q—//l) B

1 1+nOk; —q) +nOk; +q)

hiw,, +iw,, — h! (ek] —qt €k, +q —2/¢)

ahol n©(k) = ﬁ
eP\ekH) 1

Tomegkozépponti és relativ koordinatakkal:

K=k; +k; =k; + k4

k; -k
)
- k; — k4
2
Ekkor
oy = iy, + i0p, = iWp, + iwy,
2
. . -1 . n* K?
- 2(ek+q —/4) D= h(la)nl + iwp, — N (ekl—q + ek, +q — Zﬂ)) =ihoy— ym
illetve
I'k;,ky, ks, k) - I'k, K, K, 2)
Ekkor az jon ki, hogy
F(K k- d?
rk.k.K,z) = vk - k) + / o LEEZD p ek d
2 —2(exsq — H) (27)

(3) melyben
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FhKk-q) =1+nP%k —q)+nVk, +q) =1 +n QK2 +k —q) +n P (K/2 -k +q)
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A T-matrix és a szorasi amplitudo kapcsolata

Vezessiink be egy hullamfiigevényt a kdzegbeli szorasra, yy (q) -val analdog mennyiséget a kozegre, ez legyen
3

d
I'k,k,K,z) =
( 2 / Q2n)3

@)k —q.k'\ K, z)

F(KKk) [d’q
z=2ex—p) ) @2n)’

2k K.K,2) = 27)°5(k — k') + vq)y(k — q.k. K, z)

1. T = 0 esete, ekkor F(K,k) = 1 .Ekkor y az alabbi egyenletnek
o e I x & k, +k,=K=k, +k,
k1 k3

3 1 d3q —_———— —
200K K 2) = 2m) 5k —K) + / 7V Wrolfay 4. K. K.2)
z=2(ex —p)J (2n) k - k. =k k'=k. -k
43 1 2 3 4
Ik, k', K, z) = / q% v(q)x(k —q.k'K,2) — ] IS
@ny k, k
4

T =0 esetén a diagram

Az (5)-0s egyenletbol:

d3
2= e -k kK- [ o @k~ @ K K. =m0’ = 2ek otk ~ k) (sa)

3

d
(2ek, — 2ex + in) s, (k) - / ( 2”)"3 V@i, (k — q) = 2n)° 26, — 265 + in] 6k — k)

ez abbdl jott, hogy még el6z6 dran

(@) = 25k - q) — —— /d3p VWi -p)
l//kq - T q q2 k2—1;1 (2”)3 pl//kq p

d3
Ha most k # k; , akkor 1//k*1 (k) -vel szorozva (5a)-t, majd /(2 3
7T

-val kiintegralva kapjuk az (5b) egyenletet:

d3k ' * d3k d3q ' *
/(27:)3 [z = 2(ex — W] xo(k, k', K, 2)yg, (K) — /w /W @)z (k — g,k K, 2y (k) =

= [z = 2(ex = Wy, (&) (5b)

A bal oldal masodik tagjaban térjiink at k" = k — q szerinti integralasra, ekkor

d3k"
k —q.k" K, k (kKK K"
/(27[)3 /(2 )3 v(@)xo(k —q, Z)l//kl( )= /(277)3 Xo( 2)- / v(q)y/kl( +q)

7

[2€k1 2k ]l//k*l(k")

ahol a kapcsos kifejezéshez elvégeztiink egy q — — q trafot. Mivel v szimmetrikus, igy az marad maga. Ekkor az
(5b) egyenlet:

d*k , . *
/ 7 22 =)+ in] o KK 2y ) = [2 = 2w =gy, ()

d*k ‘ . e, (K)
/ 2 Yok, K K, 2y, (k) = (z = 2exe +2p) e 21
ahol n — 0 hataratmenetet elvégeztiik, azaz n = 0 -t behelyettesitettiink ( z ugyis tartalmaz még egy képzetes részt a
M atsubara-frekvencia miatt). Hasznaljuk fel a



24/26

d3q * 3
/W wqkyg (kp) = (27)” - 6(k; —Kka)

d3k

Osszefliggést, azaz integraljuk mindkét oldalt / Wi, (K") 2 szerint:

fr)3

d>ky v, (K, (K)
(27) 7 —2ex, +2pu

X0 k" K, K, 2) = (z — 2 + 2/4)/

7F (ki .K)

Ne felejtsiik, hogy l//k*l k") = (27‘[)35(1(' -ky)+ Yo —Ren =i ezt beirva és elvégezve az integralast, majd parcialis
1
tortekre valo bontast:
(k" k. K,2) (k") /d3k1 : : k") f (k. k)
) ) , <) = ! + + ") )
A0 Vi 20 |20 —2e — i 2 -2e +2u| " :
d3
M indkét oldalt / 3 v(k — k") szerint integralva:
(2m)
U i [} d3q 1 -~ ~ %k f
Ry K. = k) + [0 - Foow -7 &, q)
2r)° |2eq —2e —in 7 —2eq +2pu
. T > 0 esetén a (4)-es egyenlet mindkét oldalarsl levonunk %t majd beirjuk I” definiciojat:
(RS S p— /d3q(>(k K.K,2)
s s ,Z) — 14 -4 s ,Z) =
o 7—2e+2u) 2n)3 D a
F (K Kk)—1
— ek —k)+ LT T K
z—2(ex — )

ekkor y -t felirva, mint

a’3q
1k K\ K, 2) = / oy} @n)’5(k —q) - x(q. k', K, 2)

3 —
/ i [<2n)35<k —K) - M]}((q, k. K,z) =

2n)? z—2ey +2pu

_/d3k e ok —q) - — =D kK2 =
e | O e v 2u YT

= (2n)’8(q - k")
. d*k .
Integralva mindkét oldalt / — Yo k", Kk, K, z) szerint:
(2m)

3k FHK k) -1
)((k",k'9 K’ Z) = )(O(k"vk'v K’ Z) + / 3 XO(k”’ k’ K9 Z) —F(k’ k‘? K’ Z)
(2m) z—2(ex — p)
Most integral /d3k (k — k") int
ost integralva vk — szerint:
T ] ey
d*q FiyEKK) -1
I'k,k',K,z) =Tyk, k' K, 2) +/ 3 Iyk,q,K,z) —————I'(q,k, K, 2)
(2n) z—2(eq—p)
Alacsony energias szorasnal, azaz ha [kal < 1 :
~ 4rh’a 4rh?a 4xh?a

k& K) = [1+ O(ka)] = I'n(k, k', K, 2) ~ 1(0,0,0,0) = = I'k, k', K, z) ~ 1'(0,0,0,0) =

_ 2 __ 4= h2a
v(k) « '(0,0,0,0) =4 h” alm ,v(r) = = o(r)
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Az utolso tagjat a diagramnak lecseréljitk a kovetkezore:

+ + —+ = cfh 1FO

Azt szoktuk mondani, hogy a > 0 esetén egy kdlcsdnhatas taszito, a < 0 esetén viszont vonzo. Ez a hétkdznapi

képiinknek nem teljesen fog megfelelni. Ennek arnyalasahoz tekintsiik a kdvetkezdket.

Alakrezonancia

A Schrodinger egyenlet ekkor: AV ( 1‘)

—h* d? y(r)
S T V) =y () r

ahol y(r) = r - R(r) alak(. Szeretnénk majd az alacsony energias

szorasokat tekinteni. De el6tte: vegyiik az E < 0 esetet. Ekkor a i /4
0

megoldas r < ry tartomanyban y(r) = sin(q - r) , illetve az r > rg

Ezmar egy igen egy szerii potencial,
erre a S. egy enletet is meg tudjuk oldani.

tartomanyon: y(r) = e~ (a hullamfliggvényt késobb, ha akarjuk — de

nem fogjuk — normalhatjuk). y és a derivaltja a hataron menjen at siman, azaz
x'(r)
X (r ) r < rO

=qctglgr) = =«

Ha ennek van megoldésa, akkor létezik kotott allapot.
hq=2m(Vy —E)
hx = \2mlE|
q - ctg(gro) <0
Eg: = —F
. Epp akkor jelenik meg a kotott allapot, amikor

q* -ctglg®r)=0
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Ep=0

igy végiil

Ha Vj > V" , akkor van kotott allapot.

Ha Vy < V" , akkor nincs kotott allapot.
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