Bose-Einstein kondenzacio

Vizsgalodasunk elején tegyiik fel, hogy elég nagy homérsékleten vagyunk! A korabbiakat, Soktestprobléma I eldadason

tanultakat idézziik fel! Bozonokra a Hamilton operator:
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ahol H; perturbacio.
Nagy kanonikus sokasag termodinamikai potencidlja: K = H — uN = Ky + K; , ahol Ky = Hy — uN . A perturbalatlan, Hy
-hoz tartoz6 rendszer Green-fiiggvénye, vagyis a szabad Green-fiiggvény is tavalyrol ismeretes:
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ahol bevezettiik a ¢, = % jelolést. A teljes rendszer Green-fiiggvény e pedig
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valamint a teljes részecskeszam:
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ahol 5 a konvergencia faktor, ami az iddrendezés sorrendjét allitja be (azaz a szdmolasok végén elvégezhetjiik a lirr%)
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hataresetet).

A részecskék szama a Bose-Einstein eloszlas alapjan:
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Osszefliggésbol kaptuk. Az integralis kifejezés akkor helyénvalo, ha a betdltési-szam bozon\‘\ \\
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fliggvény elég sima. Bose-Einstein kondenzacio felléptekor pont ez a kozelités nem R
alkalmazhato, ugy anis a legalacsonyabb energids allap ot betoltottsége Abozonok gorbéje hozzasimul a tengely hez.

makroszkopikus lesz. A kés6bbiekben majd Gigy szamolunk, hogy az integralast
tulajdonképp a k # O allapotokra kell csak elvégezni, a k = 0 esetet pedig kiilon kiszamolni Ugy anakkor elvégezhetjiik az

integralast a teljes impulzustérre, hisz egy pontot kihagyva (aminek a mértéke 0) az integral értéke nem valtozik az



integrandus exponencialis fliggése miatt.

Tudjuk, hogy u < 0 stabilitasi feltételnek teljesiilnie kell. Ahhoz, hogy N visszaadja valoban a teljes részecskeszamot, ehhez
hozza kell még adni a k = 0 allapotu részecskéket, igy a teljes részecskeszam T < Tppc hémérsékleten:
N(T,V,u=0)=N'+ Ny , ahol Ny a Bose-Einstein kondenzacioban (BEC) 1év6 részecskék szama, hullamszamvektoruk

k=0.

Hartree-kozelités
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az integralas elé, igy
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A Hartree-propagator igy:
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ahol yy = u —nv(0) . Altalanosan akkor kdvetkezik be Bose-Einstein kondenzacio, amikor 1 =h20,0) lesz.
Tc meghatarozasa
T =T, épp akkor, amikor py =0, demégNy =0.
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ahol . = W . Szamoljuk ki az integralt! Vezessiik be a f-e; = /sz =x? , vagyis x = /;m - k roviditést
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dimenzidtlanitéas végett! Ekkor




Vezessiik be: t = x2 = df = 2xdx = x%dx = % Vtdt . Exkor
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vagyis lathatjuk, hogy a kritikus homérséklet a Hartree-kozelitésben nem valtozik az idealis gaizmodell kozelitéséhez képest.

T, alatti eset targyalasa

N =No+N',ahol N' = V(2 +1)/dk3 LML) EkkorNp =N =N =N (1= (F)") Bz csak
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T ~ T, esetén igaz, mert minél kisebb T , annal tobb atom lesz a kondenzatumban, marpedig mi a kdlcsonhatast nem vettiik
figy elembe a kondenzatumban levé atomokra. Késdbbiekben ezt figy elembe kell venni, azaz a kondenzalt atom kondenzalt

atomon torténd szorodasat.
Kolcsonhaté Bose gaz 0 homérsékleten

Az el6z6 képletet, ha megnézziik, T = 0 esetén Ny = N . Ha van kdlcsonhatés is, az kiszor atomokat a kondenzatumbol, de
els6 kozelitésben azt mondjuk, hogy ez nagyon kicsi, vagyis hogy Ny ~ N , és hogy a kdlcsonhatas nagyon gyenge. A
Hamilton operator az eddig felirt, azaz
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ahol ag|BEC) = V'N|BEC),_, , melyben |[BEC) = |N,0,0,...) . Ugyanigy ay |BEC)y = VN + 1|BEC) | . Bogo azt
mondta, hogy N — 1 % N~ N+ 1haN — oo . Ekkor az in. Bogoljubov-eldiras: ap = a; = VN . (Tudjuk, hogy
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[ak,akf] =6k ,azaz [ao,ao ] =1, most pedig [ak,a+

o ] = 0, azaz a felcserélési relaciot elrontjuk. A hiba 1/N -es , de ez
nem olyan nagy, mert ekkora hibat akkor is elkdvetiink, ha azt mondjuk, hogy egy véges rendszerben fazisatalakulas megy
végbe, pedig végesben ez sosem megy végbe). Cseréljiik le ezeket az operatorokat a Hamilton operatorban! Vegyiik

figy elembe, hogy mely kombinaciokban fordulhatnak el a keltd és eltiintetd operatorok 0 indexii valtozatai! Ekkor
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ahol ny = Ny/V és n' = N'/V . Feltételezziik, hogy a 2. és 3. tagok kicsik, valamint az ng -t nem tartalmazo tagokat
elhagytuk. J6 lenne, ha ng -t eliminalhatnank. Feltettiik, hogy n' < ng , emiatt n = ny +n' = ng , illetve

n? = (ng +n')* =nd +2non'> = nl + 2ngn' . Bzt irjuk be a Hamilton operétorba, s irjuk be a kozelitéseket!
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Szeretnénk diagonalizalni ezt a Hamilton operatort, azaz

H= Z E(K)ay} ax + E
k

alakra hozni, ahol ax|BEC) = 0 . Vegyiik ax és al:' -nak a kovetkezoket, majd ellendrizziik le a felcserélési relaciokat:

ax = ugag —vga’y ,illetve ¥, = uxa”, —vax , tegyik fel tovabba, hogy ux = ui és v = vy , azaz k -nak csak az
abszolut értékétol fiig, illetve uy €s vy is valos. Kell, hogy teljesitsék a felcserélési relaciot, azaz [ak, al: ] =0kk - A

definiciojukbol eredden ez feltételt ro uy €s v, paraméterekre:

[ax, o | = wpue [ax, a | = vevee [a—ie,aty | = (u,% —vf)ék,k' > Wl -vi=1

Ezek segitségével algebrai uton kifejezhet6 az eredeti kelt6 és eltiintetd operator:
ag = ugax + veat,
af =wua) +vea_g

Ekkor a Hamilton-operatort a H = U + Hy; + Hjq alakban irhatjuk, ahol
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ezlegyen =0, mert akkor H diagonélis lesz

Ezeknek a megoldasa, vagyis a
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(ex + nv(K))u vy + Env(k)(uk +v;) =0

egyenletrendszernek: u; = ch y; , illetve v, = sh y, , ahol y, tetszoleges fliggvény. Erre a y; -ra tovabbi megszoritasokat

tehetiink.



